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RÉSUMÉ. The présent work is devoted to compact completely solvable solv- 
manifolds which admit Kahlerian metrics whose Kahler forms are homoge- 
neous. In particular, we show that such manifolds are difEeomorphic to flat 
tori. Our proof is based on Dynkin diagrams associated to left invariant closed 
2-forms in completely solvable Lie groups. Thèse diagrams are shown to be 
closely related to Lagrangian foliations, primitive degrees of homogeneous spaces 
, and géométrie structures such as (R n , j4//(M n ))-structures on symplectic ho- 
mogeneous spaces. 

Our resuit may be viewed as a non trivial generalization of a resuit by C. 
Benson ans C. Gordon, [BG1], who showed that compact nilmanifolds T\G 
that admit Kahlerian metrics are diffeomorphic to flat tori. Their proof is 
based on rational homotopy theory of compact Kahlerian manifolds [DGMS], 
the hard Lefschetz theorem and a theorem of K. Nomizu which says that 
®k H De Rham( r \ G ) is isomorphic to the algebra fc H k (L(G),M.), L(G) bc- 
ing the Lie algebra of G. McDuff [Me Dl] gave another proof of Benson-Gordon 
theorem, by using moments maps of symplectic S -actions. The main start- 
ing arguments in the both proofs have no équivalent in the case of gênerai 
solvable Lie group (e.g. the center of a nilpotent Lie group contains a nontriv- 
ial 1-parameter subgroup). To work with completely solvable Lie group, we 
use very différent approach from the ones used by Benson-Gordon and Mc- 
Duff, (e.g. the existence of affinely flat bilagrangian structures in completely 
solvable symplectic homogeneous spaces [NB4], [NB5], Marsden-Weinstein ré- 
duction theory, [MW] 



1. Introduction 

Dans ce travail un groupe discret Y est appelé groupe Kahléricn s'il est isomorphe 
au groupe fondamental d'une variété analytique complexe admettant une métrique 
Kâhlérienne . Dans ce travail nous présentons une variété Kàhlérienne sous la forme 
de triplet (M, lu, J) où uj est la forme de Kâhler et J est le tenseur de la structure 
presque complexe de la variété analytique réelle M . On ne sait pas caractériser les 
groupes fondamentaux des variétés Kâhlériennes compactes .11 existe cependant des 
situations où l'exsitence de type particulier de système dynamique différentiable sur 
M détermine la géométrie globale de M , c'est à dire son type de difféomorphisme 
. Il en est ainsi quand M est une nilvariété compacte . La première démonstration 
publiée du théorème suivant est due à C. BENSON et C. GORDON dans un travail 
commun . 

Théorème 1.0.1 ([BG 1]). Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe , simple- 
ment connexe , contenant un réseau Y . Si la variété analytique réelle Y\G admet 
une métrique Kàhlérienne alors Y\G est difféomorphe au tore plat. 
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De ce théorème Dusa McDUFF a publié une seconde démonstration en 1978 . 
La conjecture des tores plates concerne l'analogue du théorème ci-dessus pour les 
groupes de Lie complètement résolubles , un des objectifs de ce travail est d'en 
donner la démonstration . Si G est un groupe de Lie connexe , simplemet connexe 
et contenant un réseau cocompact Y alors une k-forme différentielle définie sur la 
variété quotient T\G sera dite G-homogène (ou tout simplement homogène quand 
il n'y a pas de risque de confusion ) si son image inverse par la projection canonique 
de G sur T\G est une k-forme invariante par les translations à gauche définies par 
les éléments de G . Nous démontrerons à la section 4 de ce travail le résultat suivant. 

Théorème 1.0.2. Soit G un groupe de Lie complètement résoluble connexe et sim- 
plement connxe . On suppose que G contient un réseau cocompact V et que la variété 
analytique réelle T\G admet un métrique Kàhlérienne dont la forme de Kàhler est 
homogène . Alors la variété analytique réelle T\G est difféomorphe au tore plat . 

Du point de vue de la topologie de la variété réelle T\G l'hypothèse de l'ho- 
mogénéité de la forme de Kàhler n'est pas vraiment une restriction . En effet la 
complètement résolubilité du groupe de Lie G entraine que l'algèbre de De RHAM 
de la variété réelle T\G est isomporphe à l'algèbre de KOSZUL de l'algèbre de Lie 
du groupe de Lie G ; cela est une généralisation d'un théorème classique de K No- 
mizu pour les nilvariétés compactes [NK] . Cette généralisation est le fruit de suite 
spectrale consultable soit dans A. Hattori [HA] soit dans A. RAGHUNATHAN 
[RA]. Il est opportun de signaler que la démonstrations de BENSON-GORDON 
n'est pas adaptables au cas des groupes de Lie complètement résolubles, bien que 
les démonstrations utilisent le théorème de Nomizu. En effet cette démonstration 
s'appuie dès le départ sur des propriétés des groupes de Lie nilpotents qui n'ont 
pas d'équivalents dans les groupes de Lie complètement résolubles ,elle fait inter- 
venir des propriétés topologiques profondes des variétés Kâhlériennes compactes , 
e.g. homotopie rationnelle [DGMS], théorème dur de LEFSCHEZ, triple produit 
de MASSEY. La même réserve vaut pour la démonstration de Dusa McDUFF qui 
combine une version affaiblie du théorème dur de LEFSCHEZ avec l'application 
moment généralisé des actions hamiltoniennes des cercles ( le cercle utilisé vient 
d'un sous-groupe à un paramètre central intersectant le réseau T suivant un réseau 
propre ) . Il convient de signaler que les techniques utilisées aussi bien dans [BG1] 
que dans [McDl] ont permis la découverte de nombreux exemples de variété sym- 
plectiques compactes n'admettant pas de métrique de Kàhler . Il y une literaturc 
abondance dans cette direction, [CFG], [McD2], [OT] et c. Dans un travail à part [ 
NB6 ] nous avons mis au point des concepts qui facilitent ici des incursions efficaces 
de la géométrie affine (voir tout particulièrement les sections 2 et 3 de ce travail ). 

Les critiques et les remarques du référé ont permis d'améliorer la présentation de 
concepts introduits dans [ NB6 ] ainsi que leur utilisation dans ce travail . L'auteur 
lui en sait gré . 

2. Préliminaires 

2.1. Diagrammes des 2-formes différentielles. Soit G un groupes de Lie con- 
nexe , simplement connexe et complètement résoluble. L'algèbre de Lie des champs 
de vecteurs invariants par les translations à gauche sur G est notée g . On désigne 
par Çlf(G) l'espace vectoriel des 2-formes différentielles fermée et invariantes par 
les translations à gauche . Nous allons rappeler brièvement la notion de diagramme 
attaché à un couple (u),F) e Qf{G) x T(G) où T(G) est l'ensemble des séries de 
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composition du groupe de Lie G . Une série de composition est une fiïtration de G 
par des sous-groupes de Lie Gk tels que dim Gk = k et Gk est distingue dans Gk+i- 
Soit ik l'homomorphisme inclusion de Gk dans G et u>k = Soit l'algèbre de 
Lie de Gk et hk le noyau de la restriction à gk de k . On désigne par Hk le sous- 
groupe de Lie connexe de Gk déterminé par hk , alors les sous-groupes de Lie Hk et 
Hk+i sont reliés par une des relations d'inclusion soit Hk C Hk+i soit Hk+\ C Hk ■ 
Lorsque Hk C iïfc+i les variétés symplectiques (Gk/Hk,u)k) et (Gk+i/Hk+i, Wfc+i) 
sont canoniquement isomorphes. Lorsque Hk+i est inclu dans la variété sym- 
plectique {Gk/Hk, tûk) est une réduite d'une action hamiltonienne du groupe R dans 
(Gfc+i/fffc+i^fc+i), [ MW ] . A tout couple {u>,F) e fif(G) x T{G) on fait corre- 
spondre un diagramme d(u>,F) dont les sommets ont pour coordonnées les couples 
(Gk,Hk) . Ce diagramme est obtenu par adjonction bout à bout des morceaux 
semblables aux modèles élémentaires suivants 

o — > o ^ o , ot^o — > o 

On a introduit dans [NB6] les notions suivantes : diagramme semi-normal; di- 
agramme semi-nilpotent ; diagramme simple . Pour le travail présent on retiendra 
que les deux affirmations suivantes sont équivalentes : 

(a) la forme ui possède un diagramme simple d(u>, F) 

(b) la variété symplectique (G/H,u>) possède un feuilletage lagrangien L qui est 
invariant par l'action à gauche de G sur G/ H ; H est le sous-groupe de Lie connexe 
déterminé par le noyau de uj : g x q — > R . On a démontré dans [NB6] que si une 
2- forme uj G flf (G) possède un diagramme qui est semi-nilpotent et semi- normal 
alors elle possède un diagramme simple . Cette notion fournit un cadre pour traiter 
les formes de Kâhler qui apparaissent dans la conjecture des tores plats . Ce fait a 
été mis en évidence par C. Benson et C. Gordon . 

Théorème 2.1.1 ( [BG 2] ). . Soit G un groupe de Lie connexe , simplement con- 
nexe et complètement résoluble . On suppose que G contient un réseau cocompact 
r et que ui G &f{G) est une forme de rang maximal . Si la variété symplectique 
(G, lû) possède une métrique Kàhlérienne h = g + \f— lu) alors le sous-groupe des 
commutateurs [G, G] hérite de uj d'une forme symplectique . 

2.2. Formes différentielles cocompactes. Dans cette sous-section il sera ques- 
tion des variétés homogènes symplectiques compactes dont les formes symplectiques 
sont homogènes. Soit G un groupe de Lie connexe et simplement connexe quel- 
conque. Soit uj G (G) ; le sous-groupe de Lie connexe H u dont l'algèbre de Lie 
engendre le noyau de uj est supposé fermé dans G. 

Définition 2.2.1. Un sous-groupe (abstrait) r C G vérifie la condition (c w ) si 
l'espace des orbites r\G/H u de l'action à gauche de T dans G/H^ est une variété 
compacte de dimension positive. 

Dans la suite, on désignera par C lÀ] {G) la collection des sous-groupes r de G qui 
vérifie la condition (c w ) . 

Définition 2.2.2. Une 2-formc uj e flj(G) est dite cocompacte si C lÀ] {G) contient 
un sous-groupe discret T w . 

Soit uj G fif(G) une forme cocompacte; les deux variétés homogènes HJ\G 
et G/H^ possèdent des structures symplectiques héritées de la forme ui . Visible- 
ment {G/H^.uj) est G-homogène. Quand une variété symplectique (M,u>) possède 
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un feuilletage lagrangien on dira pour abréger qu'elle est L-feuilletée. Puisque 
lu est supposé être cocompacte, fixons un sous-groupe discret r w G C U (G) . Le 
difféomorphisme inversion Inv(g) = g~ x se factorise pour définir un difféomorphisme 
<p de TjyG/H^ sur H U \G/T U . Par ailleurs la forme symplectique de G/H^ héritée 
de lo se projette en une forme symplectique dans TJ\G/H U ', H u étant connexe 
G/H^ est le revêtement universel de T^\G/H U , l'application canonique de G/H^ 
sur T U \G/H U est un revêtement symplectique 

Supposons G complètement résoluble, le théorème 1.4.1 de [NB6] assure que si lo 
possède un diagramme pondéré simple et est cocompacte, alors G/H^ et YJ\G/H U 
sont L-feuilletées. Le revêtement universel de G/H^ de T^G/H^ possède une 
structure affine dont l'holonomie linéaire est inclue dans S£(m, M) , m = draiT^G/H^, . 

Supposons que lo G fîf(G) S01 ^ symplectique, alors elle est cocompacte si et 
seulement si T w est un réseau cocompact dans G 

On observe que si T est un réseau cocomppact dans G etsi, T\G possède une 2-forme 
symplectique alors elle en possède une autre forme symplectique qui est G-homogène 
au sens de [McDl] , c'est-à-dire qui se relève en une forme symplectique invariante 
à gauche dans G, [HA], mais (T\G,io) n'est pas en général G-homogène. 

2.3. Déformations des structures kâhleriennes (M, lo, J) qui sont T^-invariantes. 

Nous revenons au cas des groupes de Lie complètement résolubles. Soit G un tel 
groupe. Si lo G f^(G) est cocompacte suivant la définition 1.2.2 alors on fixe un 
sous-groupe r w dans C UJ {G) ; M désigne la variété GjH u munie de l'action à gauche 
de T w G C w (G),r w est discret. 

Soit JC^(M) le "module sur L w " des structures kàhlériennes affinement plates 
(M, ai, J, D) dans (M, a); on désigne par (M, ai, J, D) la structure Kàhlérienne 
(M, ai, J) reliée à la structure affinement plate (M, D) par les deux relations Dlo = 
et DJ — . 

En vertu des résultats mis en évidence dans [NB6] on sait que /C£ (M) est non vide 
quand la combinatoire de a est raisonable. Il en est ainsi en particulier quand lo 
possède un diagramme pondéré (ou un graphe orienté) simple O — » 0^0 . 

Question 1. Existe-t-il une structure (M, lo, J, D) G /C£(M) qui est invariante par 

Rappelons que la conjecture des tores plats tente de répondre à la question 2 suiv- 
ante : lo G Q\{G) est symplectique et cocompacte. 

Question 2. On suppose que la variété symplectique (r w \G, lo) possède une struc- 
ture kàhlérienne (r a) \G, lo,J), à quoi ressemble la variété compacte L W \G . 

Naturellement si on note tt la projection de M = G/H^ sur T U \G/H U et JC^ 
l'ensemble des structures kàhlériennes dans (T^G/H^) , toute structure (G U \G/ 'H u , lo, J) 
se relève en une structure Kàhlérienne (M,lo,J) dans (M, a); notons K. U (M) les 
structures ainsi obtenues dans (M,lo) (qui se projettent dans T w \G/iî w ). La ques- 
tion 1 équivaut à l'examen de 1C^{M) D /C W (M). 

Dans un premier temps nous allons démontrer le théorème clef suivant 

Théorème 2.3.1. Si lo possède un diagramme simple d(u>,F) alors si fC u (M) est 
non vide alors /C W (M) n /C"(M) est non vide aussi 
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La démonstration du théorème 2.3.1 s'appuie sur le théorème 1.4.1 de [NB6] joint 
au théorème de BRUHAT-WHITNEY 1 suivant 

Théorème 2.3.2 ([BW]). . Soient (M, J) et (M, J') deux structures de variétés 
analytiques complexes ayant la même structure de variété analytique réelle sous- 
jacente. Soit N une sous-variété analytique réelle de M de dimension \ dim M . 

Si N est totalement réelle pour les deux structures complexes (M, J) et 
(M, J') , alors il existe un voisinage ouvert U de N dans (M, J) , un voisinage ouvert 
V de N dans (M, J') et un difféomorphisme analytique ip de U sur V satisfaisant 
les conditions (i) ip(x) = x pour tout iGA'et (ii) d(p J = J' d(p 

Démonstration du théorème 2.3.1. Nous supposons que la 2-forme u> € fi|(M) est 
cocompacte. Dans toute la suite on pose H = Hlo . La variété compacte Tu\G/H 
a pour revêtement universel la variété M = G/H . De plus ce revêtememnt est 
symplecltique. La démonstration se fait en cinq étapes. On pose 2m = dim M. 
1ère étape. Puisque tu possède un diagramme pondéré simple le théorème 1.4.1 
de [NB6 ] assure l'existence dans la variété symplectique (M, ut) d'une structure 
bilagrangienne (L,Af) dont le feuilletage L est G- invariant. De plus la paire (L,Af) 
donne lieu à une unique structure affinement plate (M, D) qui se comporte vis à 
vis de (M,cj,L,J\f) suivant les conditions ci-dessous : 

(i) DL C L et DM C TV. 

(ii) Doj = 0. 

(iii) Dans un voisinage de chaque point x G M , il existe un système de coordonnées 
de Darboux (q\, q m ,Pi, —,Pm) compatible avec (L,J\f) dans le sens suivant : 
les fonctions locales qi sont des intégrales premières de N et les fonctions locales pt 
sont des intégrales premières de L . 

(iv) Soit (q[, q' m ,Pi,..., p' m ) un autre système des coordonnées de Darboux définies 
dans un voisinage du même point x G M , et satisfaisant la condition (iii ) alors ces 
coordonnées s'expriment affinement en fonction des précédentes 



La matrice A = [A. t j] , 1 < i, j < m étant orthogonale. 

Remarques, (a) On vérifie sans difficulté que tout système des coordonnées de Dar- 
boux qui vérifie (iii) est aussi un système des coordonnées affines de la structure 
localement plate (M, D) , (voir [NB j], j = 4, 5). 

(b) La condition (iv) entraîne que M porte une structure de variété analytique 
complexe dont des coordonnées locales sont les 



(c) La même condition (iv) assure que munie de l'atlas complexe défini par les 
coordonnées Zj ci-dessus, la variété complexe M porte une structure hermitienne h 
qui s'exprime dans les coordonnées Zj par 



(1) 




1 voir Théorème 3.2.4 
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(2) h — ^ dzidzi . 

i 

(d) visiblement h est plate et la remarque (a) ci-dessus montre que D est la 
connexion de Levi-Civita de h . 

Conclusion partielle 1. La variété symplectique (M, u) porte une structure 
kàhléricnne affinement plate (M, u, J) . Les feuilles des feuilletages L et N sont 
des sous- variétés totalement géodésiques de (M, D) et totalement réelles de (M, J) 

2ème étape. Dorénavant un système de coordonnées locales qui satisfait les condi- 
tions (iii) et (iv ) de (1) est appelé coordonnées de Darboux-Hess. On a supposé que 
JCu,(M) est non vide; ce qui équivaut à dire que la variété symplectique compacte 
L W \M = T U \G/H porte une structure kàhlérienne (L W \M, w, Jo) . 
On note encore (M, eu, Jq) la structure kàhlérienne image inverse de (T^G/H, ui, Jo) 
par l'application revêtement M \— » L W \M . Les feuilles des feuilletages lagrangiens 
L et TV sont de nouveau des sous- variétés totalement réelles de (M, J ) . 
On observe que des deux feuilletages L et M le premier L est invariant par L w , qui 
est le groupe fondamental de L W \M. 

3ème étape 2 Soit L x la feuille de L qui passe par le point x G M . En vertu 
du théorème de BRUHAT-WHITNEY, on va choisir deux voisinages ouverts U 
et U' de la sous-varité L x et un difféomorphisme ip de U sur U' qui prolonge le 
difféomorphisme identité de L x et satisfait la condition 

d(p O J = Jq o dtp 

Soit (çi, q m ,pi, ■■■iPm) un système des coordonnées de Darboux définies dans un 
voisinage x contenu dans U DU' et vérifiant les conditions (i) à (iv) de la première 
étape. On suppose que la feuille L x de L est définie par p 3 ■ = , 1 < j < m . Dans 
les coordonnées (qi,Pi) comme ci-dessus. 

On pose (q,p) — (çi, ...,q m ,pi, ■■■,p m ) ; alors on a un difféomorphisme holomorphe 
local dont une forme normale est la suivante 

v{q,p) = {q + Hp)a(q,p), k(p)0(i,p) 

où les fonctions h et k vérifient 

h(0) = fc(0) = 0. 
La matrice de dip dans les coordonnées (q,p) a la forme suivante 

où h{p) et k(p) sont des fonctions dont les 1-jets sont nuls pour p = . 
Notons TL et TAf les distributions tangentes à L et à Af respectivement. On a bien 
entendu 

JTL = TAf , 

par conséquent la relation 



2 Voir Théorème 3.2.4 
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(3) dtp o J = J D o dp 

montre que dip x envoie T X M sur le sous-espace orthogonal du sous-espace T X L 
relativement à la métrique ricmannienne de (M, uj, Jq) . Soient X et Y deux sections 
locales de TL , alors JX et JY sont des sections locales de TAf qui sont envoyés 
par difiy dans JqT v L pour tout y e L x . La relation 

(4) dtp y [JX,JY]y = [dipJX,dipJY] y ,y e 

montre que le système différentiel Jç,TL est intégrable le long de L x . En d'autres 
termes par tout y G L x passe une germe de sous- variété intégrale maximale de Jç,TL 
de dimension m qui n'est pas autre chose que le germe en y de l'image par 4> de la 
feuille M y de M . 

Nous concluons que le système différentiel JqTL est complètement intégrable 3 
Conclusion partielle 2. On a déduit de la structure bilagrangienne (L,J\f) la 
structure bilagrangienne (L, JqL) . Puisque L, Jq et u> sont invariants par (ou si 
on veut par le groupe fondamental de r u ,\M), (L, J L) se projette en une structure 
bilagrangienne dans la variété symplectlique (T U \M) . 

Pour simplifier on pose JqL pour JqTL . 

4ème étape. On note D° la connexion linéaire sans torsion définie dans M par la 
paire de feuilletages lalgrangicns (L, JqL) , (voir (17)). On a D° L C L , D°J L C 
J L et D°uj = . 

Remarque . La connexion linéaire D° et la connexion D définie par la paire (L, N) 
coïncident sur L. Ce sont des connexions symplectiques préservant le feuilletage 
lagrangien L , étant toutes les deux de torsion nulle il diffèrent par un tenseur 
symétrique dont la valeur en chaque point est dans le premier prolongement à la 
Guillcmin-Stcrnbcrg de Sp(w) , ( [ GS ] , [SS] ) 

Lemme 2.3.3. Le tenseur de courbure de D° est nul. 4 

Preuve. On considère un système des coordonnées de Darboux (qi,Pi) de (M,u>) 
satisfaisant les conditions (i) à (iv) de la première étape. 

On pose Xi = X qi et Yi = X Pi les champs hamiltoniens correspondant. On a 
JXi = Yi 1 < i < m , 2m — dim M . Soit ip le difféomorphisme local du théorème 
de BRUHAT-WHITNEY. On a 

(5) J Xi(y) = dcpyY^y) 
pour tout y G L x . 

Le tenseur de courbure de D est nul sur L x L et sur J n L x J L . Il reste à calculer 
ce tenseur pour une par (Xi, JoXj) . 

Auparavant on observe que D coïncide avec aussi bien sur L x L que sur J L x 
J L . Autrement dit 

DxiXj = D° x .Xj . 
Et puisque les Xi sont hamiltoniens et engendrent L , on a 

3 Vbir aussi Théorème 3.2.4 

4 Voir aussi Théorèmes 3.2.6 et 3.2.7 
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(6) i(Di° Xi Xj)w = L Xi i( x j) u = » 

c'est à dire que D Xi Xj = D x .Xj = = . Puisque le tenseur de courbure R de 
D vaut 

R(X h J Xj) = D Xi D JoXj - D JoX] D Xt - D [XitJoXj] , 
et compte tenu de D Xi Xj = on a 

R(Xi, J Xj)Xk = D Xi Dj oX] Xk - D[ X . JoX .]Xk . 

Les calculs ci-dessous sont effectués en un point y de L x qu'on omettra volontaire- 
ment d'expliciter. Ainsi au pont y € L x on a 

(7) w(R(Xi, J X 3 )X k ,Y e ) = cj{D Xi D jXj X k - D [XiJoXj] X k ,Y e ) 
On tient maintenant compte du fait que DL C L ; d'où 

D Xi D JoXj X k = D° x D JoXj X k avec 

i{D° x X')uj = L{X)L{X')u pour X et X' tangent à L . 

L'expression (20) devient maintenant 

Lj(R(X h J Xj)X k , Y t ) = XMD JoX] X k ,Y e ) - io(D JoXj X k , [X t , Y e }) 

-u([[Xi, JoX â ],X k ] - D Xk [X u J Xj],Y t ) 

Puisque [Xi, Ye] = , l'expression ci-dessus est réduite à 

Xiu(D JoXj X k ,Y e ) + u([X k , [X,, J Xj]],Y e ) - uj(D Xk [X t , J Xj],Y e ) . 

En vertu de D Xk u = , la dernière expression devient 

u(R(Xi, JoX^X^Yi) = Xnj(D JoX .X k , Y e ) + X fc (X iW (J X,-, y*)) 
-XkiX^iJoX^Y?)) + u([X it J X 3 ],D Xk Y e ) 
= XiUj{D JoXj X k , Y,) + u([Xi, JoX^Dx^t) . 

Etant donné que L(Xi)u — , on voit que 

X i w{Dj B x i X k ,Y l ) + w{[X u J Xj\,D Xh Yi) 

= Xiu(Dj oXj X k ,Yi) + XMJoX^Dx.Y) - L0(J o Xj, [X t , D Xk Y{\) 
= XiU}{[J Xj,X k \,Yi) +X i u(D Xk J X j ,Y l ) +X i (j(J X j ,D Xk Yi) 
-uiJoX^XuDxtf]) . 

Les arguments précédents i.e. L Xi u> = 0, Du = 0, [Xj,y] = montrent que 
l'expression ci-dessus se réduit à 

u(R(X u JX 3 )X k ,Y e ) = -XiiXkwiJoX^Ye) + X^X^i^X^Ye))) 

-wiJoXj^XuDx.Yt]) 

Puisque le tenseur de torsion de D est nul et que [X k , Y(] = on a 

u(R(Xi, JX^X^Yi) = -uj(J X 3 , [X t , D Yl X k }) 

= —uj(J Xj, D Xi Dy l X k — Du Yl x k Xi) 
= u(J Xj,D DYiXk Xi - D Y fD x% X k ) 
= w{J X j ,D° DYiX X i ) 



SUR LA CONJECTURE DES TORES PLATS 



9 



Puisque D° x Xi = pour tout X tangent à L on conclut que 

oj(R(X i ,J X j )X k ,Y l )=0 

d'où 

R(Xi,J o Xj) = l<i,j<m. 
Cela termine la démonstration du Lemme 2.3.3. 

Conclusion partielle 3. La paire (L, J L) détermine une structure bilagrangienne 
affincmcnt plate dans (M, uj) qui est invariante par l'action de T w . Il donne donc 
naissance à une structure affine plate dans T W \M = T^G/H . 

5ème étape. Dans toutes les opérations effectuées au cours des étapes précédentes 
on sait que les données u>,L,J , J Q L sont invariantes par T w . Il reste à vérifier que 
la connexion linéaire D déterminée par {L, J a L) est invariante par L w . 
Soit r e T w . Posons D X Y = T^Dr^x^* • On a alors 

(D x oj)(Y, Z) = Xuj{Y, Z) - w(r- 1 I>r.xr„Y; Z) - uj(Y, T^D^xT^Z) 
= Xuj(Y, Z) - u(T*Y, D r „ x r»z) - w (D r ,xr,y, r.z) 
= 0. 

D'un autre côté D T L d L et D T J Q L C J a L . 
Puisque D T est aussi sans torsion on a D v = D par unicité. 

Conclusion finale. Les données (M, u, L, J L, D) sont invariantes par l'action de 
T w (dans M) ; ces données donnent lieu à une structure Kâhlcricnnc affinement 
plate dans T W \M ; d'où le théorème 4.1.1. 

(1) Pour établir la complète intégrabilité de Af° — J L on peut éviter le re- 
cours au théorème de Bruhat-Whitney grâce à l'analogue kàhlérien de la réduction 
symplectique de Marsden-Weinstein, voir les sous-paragraphes ci-dessous et parti- 
culièrement le théorème de réduction Kàhlcricn . 

2.4. Filtration symplectique de (M, uj). Dans ce § (M, uj) est une variété sym- 
plectique connexe et G-homogène où G est un groupe de Lie complètement résoluble. 
On fixe une identification de (M, u) avec (G, H , uj) comme dans les § précédents. 
On suppose que uj S fif(G) possède un diagramme pondéré simple d(u>,F) . 

o — > o t> o 

Il est donc associé à {uj,F) la suite (Gk, Hk,uJk) ainsi que les variétés symplec- 
tiques homogènes (Mk,u>k) ■ On sait que (Mk,ujk) est déduite de (Mk+i, w/c+i) par 
la méthode de réduction de phase de MARSDEN-WEINSTEIN [MW], On a le 
diagramme suivant 

M fe+i ^ Mk+\ 
l 

grâce auquel on sait que Mk possède un feuilletage symplectique V de codi- 
mension 2 subordonné à l'hypersurface Mk+i, Le les feuilles de V qui rencontrent 
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Mk+i sont contenues tout entières dans Mk+i ■ De plus chaque feuille de V con- 
tenue dans M.k+i est un revêtement symplectique de M k . On sait en outre que ces 
revêtements sont des revêtements des structures bilagrangiennes affinement plates. 
Les variétés en jeu sont connexes et simplement connexes, de sorte que l'espace des 
feuilles Mk+i/T> est une surface symplectique qui hérite naturellement d'une struc- 
ture bilagrangienne affinement plate dès que M^+i en possède une qui prolonge 
celles des feuilles de V . 

Les remarques ci-dessus permettent au moyen d'arguments de récurrence de con- 
struire dans les (M k +i,Lu k +i) des structures Kàhleriennes affinement plates. 
Ce procédé est utilisé dans [NB 4] . 

3. RÉDUCTIONS KÀHLERIENNES 

3.1. Digrammes normaux. Soit (lu, F) € Vtf(G)xT(G) . Le diagramme d(u),F) 
est dit normal si en chaque sommet de coordonnées (Gk, Hk) Hk est un sous-groupe 
distingué de Gk ■ Dans cette section on s'intéresse uniquement à celles des 2-formcs 
fermées qui sont de rang maximal. Pour le traitement dynamique de ces formes 
on peut éviter le recours au théorème de BRUHAT-WHITNEY grâce à l'analogue 
kàhléricn de théorème de réduction symplectique de MARSDEN-WEINSTEIN. 

Soient G un groupe de Lie complètement résoluble de dimension paire 2m + 2 
et lu G flf (G) une 2-forme de rang maximal. Si lu est cocompacte alors tout L w S 
Cu(G) qui est discret est un réseau cocompact dans G . Ci-dessus est un résultat 
élémentaire. 

Lemme 3.1.1. Soient G un groupe de Lie complètement résoluble et u> une 2-forme 
fermée invariante à gauche de rang maximal. Alors lu possède un graphe orienté 
simple gr(u), F) tel que pour chaque indice k , le sommet Hk est distingué dans Gk ■ 

Preuve. On utilise un argument de récurrence élémentaire. La conclusion du 
Lemme est trivialement vraie en dimension 2. En dimension 2m + 2 on choisit dans 
G un sous-groupe connexe de dimension 1,G\, qui est distingué dans G. Soit h\ 
la sous-algèbre de Lie de l'algèbre de Lie de G qui est tangente à G\. On fixe un 
générateur Ç de gi et on désigne par C?2m+i le sous-groupe de Lie connexe de G qui 
est tangent en l'élément neutre au noyau de la 1-forme i(Ç)u> . Soit G 2m le groupe 
de Lie quotient de G2 m +i par G\ . Alors G 2m hérite de lu d'une 2-forme fermée 
yo_2m Qui es t de rang maximal. L'argument de récurrence assure l'existence dans 
G 2m d'un drapeau en sous-groupes F_ donnant lieu au graphe simple gr(uj_ 2m , F) 
qui satisfait la conclusion du Lemme 2.1.1. On note tt l'homomorphisme canonique 
de Gim+\ sur G 2m ; alors tt~ (F)czG a les propriétés requises . En effet en vertu 
de l'hypothèse de réerrence la série de composition F := G t C G 2 C ... C G 2m est 
telle que pour chaque indice k — 1, .., 2m le sous-groupe Hk est distingué dans Gk- 
Il en résulte de l'image inverse par tt de H_ k est distinguée dans celle de G_ k . 

Remarque. Conformément à la configuration (8) si le groupe G est nilpotent, alors 
chaque 2-formc cocompacte lu de rang maximal définie dans G donne lieu à une 
2-forme cocompacte w 2m dans le groupe G 2m . Il suffit pour cela que T w n G\ soit 
uniforme dans G\ convenablement choisi dans G . En effet puisque G est nilpotent 
il existe un sous-groupe à un paramètre central dans chaque qui intersecte le réseau 
donné suivant un réseau dans lui même. 
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Dans la suite on conserve un graphe gr(u), F) qui satisfait le Lemme 3.1.1 ci-dessus. 
On a ainsi le diagramme suivant 

I I 

(8) G 2m+1 A G 

G 2m — ► G 2m+1 

et la relation î*w = 7r*w 2m . On se propose de mettre en évidence l'analogue 
kâhlérien de la réduction symplectique de MARSDEN-WEINSTEIN. 

A partir de maintenant la situation est la suivante . On fixe un groupe de Lie 
complètement résoluble G qui est connexe et simplement connexe . On suppose que 
lû G fij (G) est une forme symplectique cocompactc . On fixe une fois pour toutes 
un reseau dans C U (G) , un diagramme normal d(w,F) ainsi qu'un feuilletage 
lagrangien L qui est invariant par les translations à gauche dans G . On fixe une 
structure bilagrangienne affinement plate (G, L,N — J(L)) . Soit h = gj + \f— lui 
une métrique de Kàhlcr invariante par les translations à gauche dans G définies 
par les éléments du réseau IV Conformément aux notations de la Section 1 soit J 
le tenseur de la structure presque complexe de h . On se propose de démontrer la 
complète intégrabilité de J (L) sans recourir au théorème de Bruhat-Whitney. 

Notons T\ et T 2 les sous-fibrés vectoriels de TG engendrés par £ et par J £ respec- 
tivement. On note T le sous-fibré vectoriel orthogonal à %_ © T 2 relativement à la 
métrique riemannienne g j . On a la somme orthogonale 

TG = %®T l ®T 2 . 

En tout T e G les sous-espaces vectoriels T (T) et 7ï(r) sont tangents à la sous- 
variété T • G 2m +i . En particulier, en restriction à G 2m+ i, T\ n'est pas autre chose 
que le fibré vertical de la fibration principale 

Gi — » G 2m+ i — > G 2m 

et T en est le fibre orthogonal pour la métrique riemannienne induite par gj . 
Naturellement T a est un sous-fibré du fibré vectoriel complexe TG . Si s est une 
section de T a alors on a oj((, s) — Ç(J Ç, s) = . 

3.2. Quelques résultats auxiliaires. L'objet principal de cette sous-section est 
de démontrer sans recourir au théorème de Bruhat-Whitney que les systèmes différentiels 
définis respectivement par T Q et T/ + T 2 sont complètement intégrables . Comme 
indiqué plus haut on gardera en mémoire la configuration (8) reproduit ci-dessous. 



Gi 


Gi 


1 


1 


G 2m+ i c - 


G 


1 


1 


G 2m ^ 


-* G 2m +i 



Avec dim(G) = 2m + 2 . L'action de G\ par les translations à gauche dans G est 
hamiltonicnne . 
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La variété symplectique (G2m,w) est une réduite de (G, lu) pour cette action . 
Nous rappelons que G est muni des structures Kâhléricnncs (G, lu, J) et {G, lu, J q ) 
. Les variéts symplectiques (G, lu) et (G 2 m,w) sont munies de des structures bilan- 
grangiennes amnement plates (G,w, L, J(L)) et (G2 m , <*>, L, J{L)) respectivement. 

On se place désormais dans un ouvert connexe U domaine des coordonnées de 
Darboux-Hess (q\, .., q m +i,pi, ..,p m +i)- En d'autres termes les fonctions qi et pi 
satisfont les conditions suivantes (10) 

(i) lu = J^i dqi A dpi , 

(ii) les Pi sont des intégrales premières du feuilletage langrangien L, 

(iii) les fonctions % sont des intégrales premières de J(L) , 

(iv) (qi,Pi) est un système des coordonnées locales affines de la structure affine 
définie par (L, J(L)) ; de plus si (q'i,p'i) est un autre système de coordonnées lo- 
cales de Darboux-Hess défini dans le même domaine U alors le changement de 
coordonnées q' = q'(q,p) , p' — p'(q,p) est une transformation affine rigide de la 
structure bilangrangienne affinenicnt plate (L, J(L)). 

Une fois pour toutes on fixe un système des coordonnées de Darboux-Hess adapté 
à (L, J(L), (qi,Pi) ; on désigne par Si le champ de vecteurs hamiltonien de la fonction 
Pi . La propriété (i) ci-dessus assure que J(Si) est le champ de vecteurs hamiltonien 
de la fonction qi . 11 en resuite que le système des champs de vcecteurs (Si, J(Si)) 
est orthonormée pour la métrique riemanienne g(u, v) = (Ju, v) . Nous allons main- 
tenant mettre en évidence des propriétés intéressantes de champs de vecteurs Si. 

Lemme 3.2.1. Les champs de vecteurs Si et le tenseur J a sont liés comme il suit 
(a) [Si,J Sj] est une section de J (L), (b) [J Si, J Sj] est une section de L . 

Démonstration . (a) On désigne par R u le fibré vectoriel trivial U x M 2m+2 et 
par L u la restriction à l'ouvert U de L . Soit O l'homorphisme de fibré vectoriel de 
L u dans R u défini par : 

0{x,v) = (g (S!,v), ..,g (S m+1 ,v),g (JS 1 ,v), .., g (JS m+1 ,vj). 

On rappelle que g (Si,v) — uu(J Si,v) . L'application 9 est un plongemcnt de 
L dans R u , par conséquent l'image de Lu est un sous-fibré vectoriel trivial de R u 
. On choisit une base des sections locales constantes de 9(L U ), soit c\, ..,c m+ i ; en 
d'autres termes chaque Cj est une application constante de l'ouvert U dans M. 2m+2 . 
On désigne par aj l'image inverse par de la section Cj. On obtient ainsi une 
nouvelle base des sections de L u satisfaisant les conditions 

(9) Lu(J Si, a j) = constante and lu(J J Si, a j) — constante. 

On utilise maintenant la métrique Riemanienne g(u, v) — lu(Ju, v) et sa base * 
orthonormée (Si, JSi) pour décomposer les (a)i et les J {otj) ■ 



Compte tenu des conditions (9) ci-dessus on a [Sh,Jo&j] — O pour j, k = 
l,..,m+ 1. Maintenant considérons un triplet (ati,Sj,Sk); on déduit de la nul- 
lité de [Sj,J ctk] l'identité suivante Lo([Sj, J cti], J a Sk) — lu([Sj, J Sk], J cti) = o. 
Puisque les J ai engendrent le sous-fibré lagrangien J (L) on en déduit que les 
[Sj, J Q Sk] sont des sections de J Q (L) , (a) est démontré. 




k 



fc 
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(b) La seconde assertion découle directement de (a) ; en fait puisque les champs 
de vecteurs Sj commutent deux à deux on a l'identité suivante [J Q Si, J Sj] = 
J ([J Si, Sj] + [Si, J Sj]) d'où il découle que les [J Si, J Sj] sont des sections de L. 
Cela termine la démonstration du Lemme 3.2.1. 

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer que T Q est complètement 
intégrable. Nous supposons que le champ de vecteur Si est une base de section de 
Ti . On utilise de nouveau la métrique Riemannienne g pour décomposer L comme 
il suit 



où orth (Ti) est le sous-fibré orthogonal de Si relativement à la métrique g 
. Considérons l'homomorphisme de nbré vetoriel <j) de L u dans le fibré trivial 
U x M m+1 défini comme il suit : 4>{tSi,v) = (g(tS!,v) + tg Q (S 1 , Si), g(S 2 ,v) + 
.. + g(S rn + l,i>)) où (tSi,v) est une section de T\ x orth (Ti) . L'application <f> 
est un isomorphisme de fibré vectoriel . L'image de orth (Ti) est un sous-fibré 
vectoriel de rang m de U x R m+1 . Quitte à réduire U à un domaine de trivial- 
isation de (j)(orth (Ti) on choisit une base de section de 4>(orth (Ti) formée des 
sections constantes ,w\, ..,w m ; chaque Wj est une application constante de U dans 
R m+1 . Soit f3j l'image inverse par <fi de Wj . Compte tenu de (10) les (3j sont 
des sections de (O) x orth (Ti) , ces sections satisfont les conditions suivantes 
g(Sk,f3j) = constante , pour j := l,..,m et k := l,..,m + 1 . Dans la base g- 
orthonormée (Si,JSi),i :— l,..,m+ 1 on décompose les (3j = ^2 k uj(JSk, (3j)Sk- 
Puisque les u>(JSk, f3j) sont sont constantes on a l'identité 



Retournons maintenant à la configuration (8) . Le système (Si, .., S m , JS\, .., JS m ) 
engendre le sous-fibré (7-orthogonal de T\ dans TG2m+\ ■ 

Théorème 3.2.2. Les systèmes différentiels définis respectivement par ï\ + T 2 et 
par T a sont complètement intégrables . 

Démonstration . Nous considérons la variété holomorphes (G, Jo) munie de la 
métrique Kàhléricnnc h = g a + V^Tcj . Les sous-fibrés vectoriels T\ + T 2 et T 
sont analytiques complexes . En vertu d'un Théorème de David L. Johnson ,[JD] 
,1a complète intégrabilité de To équivaut à la complète intégrabilité de Ti + T2 
. On va montrer que Ti + T 2 est complètement intégrable . On considère la base 
g-orthonormée (Si, JSi) et la base (f3j) de ortho(Ti) construite ci-dessus . On déduit 
de l'identité (11) ci-dessus et du Lemme 3.2.1 les identités suivantes a; ([Si, J0S1], (3j) = 
et a; ([Si, J0S1], Jo(fij)) = . Cela montre que le crochet [Si, J0S1] est une section 
du sous-fibré engendré par le système (f3j, Jo([3j) qui n'est pas autre chose que To . 
Puisque T et Ti + T 2 sont g -orthogonaux le crochet [Si, JqSi] est une section de 
Ti+T 2 . Le théorème de David Johnson évoqué ci-dessus assure que T et Ti + T 2 
sont complètement intégrables , ce qui termine la démonstration du Théorème 3.2.2. 

On va se placer maintenant dans la variété analytique complexe (G, Jo) . Elle 
est équipée de deux feuilletages holomorphes transverses Ti + T 2 et To . En outre le 
feuilletage To est subordonné au sous-groupe de Lie G 2 m+ 1 dans le sens que toute 
sous- variété intégrale maximale de Tq contenant un point de G 2m +i est entièrement 



(10) 



L = T + orth D (Ti), 



(H) 



[S k ,Pj] = 0,j := l,..,m,k := l,..,m+ 1. 
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contenue dans G2, n +i • Les feuilles de T contenues dans Gi m +\ sont des revêtement 
symplectiques de la variété réduite (G 2m, u>) de la configuration (8) . En fait le sous- 
fibré Tq est une connexion principale de la G\ -réduction (j2 TO +i — * G2m qui est 
une Gi - fibration principale . Puisque le groupe de Lie G est simplement connexe et 
complètement résoluble il en est de même de G2m qui hérite ainsi de chaque de T$ 
d'une métique Kàhlérienne . Etant donné que Tq est une Gi -connexion principale 
plate la structure Kàhlérienne de G2m héritée d'une nappe d'holonomie de T Q est 
indépendante de la nappe choisie . On peut donc énoncer ce qui suit . 

Théorème 3.2.3. La configuration (8) est une réduction Kàhlérienne de la variété 
Kàhlérienne (G, u>, Jo) . 

Remarque. On sait déjà par construction de la métrique Kàhlérienne h = g + \/— lui 
que cette dernière possède une réduction dans G2m ■ Ainsi les deux métriques h 
et ho possèdent des réductions dans G2m ■ Nous continuons de noter ces deux 
structures (G2 m ,w, J) et (G2 TO ,u;, Jo) respectivement . Le sous-fibré lagrangien de 
TG2m hérité du sous-fibré L de TG est aussi abusivement noté L . 

Nous allons maintenant démontrer sans nous servir du théorème de Bruhat- 
Witney le résultat suivant. 

Théorème 3.2.4. Le sous-fibré lagrangien Jq(L) est complètement intégrable . 

Démonstration. Compte tenu du théorème 3.2.3 on va procéder par récurrence 
sur la dimension du groupe de Lie G . En dimension 2 il n'y a rien à démontrer. 
Suppososns maintenant le théorème 3.2.4 vrai en dimensions inférieures à 2m+2 
.11 est alors appliquable dans (G2 TO , u>, Jo(L)) . On supposera alors sans perte de 
généralité que les coordonnées de Darboux-Hess (qi,Pi),i = 1, .., m+ 1 sont choisies 
de sorte que les fonctions q2, .., q m +\,p2, ■■,p m +i se projettent en un système des 
coordonnées de Darboux-Hess pour (G2 TO , w, L, J(L) . Puisque Le sous-fibré Jq{L) 
de TG2771 est complètement intégrable il résulte du Lemme 3.2.1 que les champs de 
vecteurs J$Si pour i — 2, ..,m+ 1 commutent deux à deux . Le même Lemme 3.2.1 
assure que pour tout i = 2,..,m+ 1 les crochets [Si, JoSi] et [Si, J0S1] sont des 
sections de Jq{L) et que [J0S1, J^Si] est une section de L . La métrique Riemanni- 
enne go étant quasi fibrée les feuilletages To et T\ + T2 sont totalement géodésiques 
par rapport à la connexion de Levi-Civita de go ,( [JW ] ). En combinant le lemme 
2.3.1 et les propriétés géodésiques rappelées ci-dessus on déduit que les crochets 
[J0S1, JoS^ sont nuls . Cela termine la démonstration du théorème 3.2.4. 

Maintenant nous sommes en présence d'une structure bilagtrangienne dans (G, u>) 
définie par la paire (L, J (L)) des feuilletages lagrangiens dans ( G , uo). A la section 
1 on a démontré par un calcul direct la nullité du tenseur de courbure de la connex- 
ion linéaire définie par la paire (L, Jo(L)) . La procédure de réduction Kàhlérienne 
de la section 2 contient en fait des ingrédients qui permettent de démontrer rapi- 
dement que la structure bilangangienne (G , u> , L , Jq{L)) est affinement plate; nous 
nous proposons d'en exhiber des coordonnées de Darboux-Hess .En fait considérons 
les coordonnées de Darboux-Hess de (G,w, L, J{L)) déjà fixées (qi,Pi), i = 1, .., m+1 
ainsi que les champs de vecteurs hamiltonicnns Si des fonctions pi . Le Lemme 3.2.1 
joint au Théorème 3.2.4 a permis de voir que les champs Si commutent deux à deux 
et que les crochets [Si, JoSj] sont des sections de Jq{L) . Considérons de nouveau 
l'isomporphisme de fibré vectoriel de L u sur le fibré trivial U x R" l+1 défini par 
9(v) — (go(S\,v), .., 5o(<5m+i) v) où v est une section de L . Soit cj la section con- 
stante de U x R m+1 qui envoie tout point de U sur le jième vecteur de la base 



SUR LA CONJECTURE DES TORES PLATS 



15 



canonique de M m+1 . On obtient ainsi une base des sections de U x M m+1 . Soit ctj 
l'image inverse par 6 de la section Cj ; les sections aj de L u vérifient les conditions 
suivantes u>(JoSj, au) — ôjk,j, k — 1, .., m + 1. 

Proposition 3.2.5. Les champs de vecteurs Jo(aj) sont localement hamiltoniens. 

Démonstration. En vertu du lemme 3.2.1 on vérifie par un calcul direct facile que 
la différentielle extérieure de oj(Joai, .) est nulle sur les couples (Si, Sk), (Si, JoSk) 
et (JoSi, Jok) . La proposition 3.2.5 est démontrée . 

On déduit de la proposition 3.2.5 le résultat attendu, à savoir le théorème qui 
suit. 

Théorème 3.2.6. Les fonctions numériques locales définies par le système des 
champs de vecteurs hamiltoniens (Sj,Joctj) sont des systèmes de coordonnées de 
Darboux-Hess de la structure bilagrangienne (G, uj, L, Jq(L)). 

Démonstration. En fait on a les identités suivantes 

u(Si, [Sj, JoQffc]) = Sjuj(Si, J a k ) = 0. 

On en déduit que les crochets [Sj, Joa/c] sont des sections de L. En vertu du Lemme 
3.2.1 [Sj, JoSk] est une section de Jq(L) , on a donc les identités to([Sj, Jooti], JoSk) = 
w([Sj, JoSk], Jo a i) — 0. Cela montre que les crochets [Sj, JoQffc] sont tous nuls , 
i, j = l,..,m + 1 . La proposition 3.2.5 entraine que les champs de vecteur Jocti 
commutent deux à deux . Par conséquent le système (Si, .., S m +i, Jo^i, ■•, J a m +i) 
est une base symplectique de (G,io)). Par construction des Si et des ai les fonctions 
hamiltoniennes locales définies par le système (Si, J$oti) forment un système des co- 
ordonnées de Darboux-Hess de (G,ui,L, Jo(L)) . Cela achève la démonstration du 
théorème 3.2.6. 

On déduit du théorème 3.2.6 le corollaire important qui suit. 

Théorème 3.2.7. La structure bilagrangienne affinement plate (G, ui, L, Jo(L)) dé- 
terminé par le théorème 3.2.6 ci-dessus est invariante par les translations à gauche 
dans G définies par les éléments du réseau L w . 

Démonstration . Les feuilletages lagrangiens L et Jq(L) sont invariant par l'action 
à gauche dans G du réseau L w . Il en est de même de l'unique connexion sympectique 
sans torsion qui est associée à la paire (L, J (L)). 

4. Groupes Kàrleriens 

Cette section 4 est consacré à des applications des résultats obtenus dans les 
précédentes, en particulier ceux de la section 3. 

4.1. Réseaux Kâhleriens des groupes de Lie résolubles. L'expression "groupe 
kàhlerien" est utilisée dans le sens de [ABCKT]. Il s'agit des groupes T qui sont iso- 
morphes aux groupes fondamentaux des variétés kàhleriennes compactes (M, u),J). 
On ne sait pas caractériser complètement les groupes kâhleriens. La question traitée 
ici est d'une nature autre. Elle est liée en fait à la dynamique différcntiable dans la 
variété kàhlériennc M . 

Question 1. Quelles sont les variétés kàhlériennes compactes (M,u>,J) dont la 
variété analytique réelle sous-jacente M admet une action localement libre transitive 
d'un groupe de Lie complètement résoluble. 
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Nous allons répondre à la question moyennant une hypothèse supplémentaire qual- 
ifiée d' Imperfection géométrique. 

Soit G un groupe de Lie solution de la question 1 ci-dessus ; soit g l'algèbre de Lie de 
G . En vertu de l'identification de l'algèbre de de RHAM H* DR {M, M) avec celle de 
KOSZUL H* {g, M), ( [HA] , [RA] ) la classe de Kâhler [lu] e H 2 DR {M,M) de (M, lu, J) 
contient des formes homogènes lu G iïf(G). L'imperfection géométrique consiste 
à supposer que la forme de Kàhler lu est G-homogène. Rappelons de nouveau la 
signification de formes symplectque homogène définie dans un espace homogène, 
([McDl]). Soit un groupe de Lie complètement résoluble contenant un réseau co- 
compact T. On fait opérer le réseau T dans G par translation à gauche . L'espace 
des orbites de cette action de T est un G-espace homogène à droite . Si u> est une 
forme symplectique dans T\G alors l'imge inverse par la projection canonique de G 
sur r\G est une forme symplectique invariant par les translations à gauche définies 
par les éléments du réseau L, on dira que la forme symplectique lu de L\G est 
G-homogène si son image inverse par n est invariante par toutes les translations à 
gauche dans le groupe G . 

Dans la mesure où le type d'homotopie rationnelle de M ne dépend que de l'algèbre 
de de RHAM, l'imperfection géométrique est topologiqucmcnt neutre, pour davan- 
tage de détails le lecteur consultera [BG 1], [BG 2], [McDl]. 

Du point de vue des groupes kàhleriens la question 1 a des variantes. En voici une 
légèrement (en apparence!) plus faible. 

Question 2. Quelles sont les variétés Kâhleriennes compactes (M,tu,J) dont les 
groupes fondamentaux sont isomorphes à des réseaux uniformes dans des groupes 
de Lie complètement résolubles . Les exemples suivants sont une illustration des 
questions 1 et 2 ci-dessus . Considérons l'espace vectoriel complexe C 2 muni du 
produit hcrmticn canonique . On considère maintenant l'ensemble Z 4 muni de 
la loi de composition suivante : (pi,P2,P3,P4,)-(qi, 92, Ç3, Qi) = ipi,P2,P3,Pi) + 
exp(y/— Ïp47r/2)(çi, (72), Q3, 14)- On obtient ainsi un groupe discret qui agit pro- 
prement et holomorphiquement dans C 2 comme il suit : (pi,P2,P3,P4)-(zi, z 2 ) = 
(Pi>P2,P3,P4) + (^iexp(v / — ïp47r/2), z 2 ) . Le produit hermitien de C 2 est invariant 
par l'action de Z 4 . Ainsi l'espace des orbites obtenu est une variété Kàhlérienne 
compacte qui n'admet pas d'action localement simplement transitive de groupe de 
Lie complètement résoluble . Pour s'en convaincre il suffit de calculer le premier 
nomnbre de Betti de cette variété qui est inférieur à 4 . D'après [ HA ] (voire aussi 
[ RA ] ) si une telle action existait alors le premier nombre de Betti de l'espace des 
orbites vaudrait 4 . 

Voici un résultat en rapport avec les questions 1 et 2. 

Théorème 4.1.1. Soit F un réseau cocompact dans le groupe de Lie complètement 
résoluble G et soit lu <G ^ 2 (G) une forme symplectique. Si la variété symplectique 
(F\G,lu) possède une métrique kàhlérienne (M,w, J) alors F est virtuellement com- 
mutatif. 

En vertu de l'arsenal mis au point dans les § précédents on déduit le théorème 4.1.1 
du suivant. 

Théorème 4.1.2. Soient F un réseau cocompact dans le groupe de Lie complètement 
résoluble G et lu G ^ 2 (G) une forme symplectique. Si la variété symplectique 
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(T\G,co) possède une structure kàhlerienne (T\G,u), Jo) alors la variété réelle sous- 
jacente T\G est difféomorphe à un quotient fini du tore plat 

Avant de tirer d'autres conséquences des théorèmes 4.1.1 et 4.1.2, nous allons en 
donner les démonstrations. 

Démonstration du théorème 4-1-2. D'après nos hypothèses la forme de Kàhler lu 
de (T\G,u, J ) est G-homogène. En vertu du théorème 2 de [BG2 ] la 2-forme lu 
possède un diagramme pondéré simple 

o — > o t> o 

La variété symplectique homogène (G, lu) possède un feuilletage lagrangien L , in- 
variant par les translations à gauche dans G . Nous pouvons appliquer les ingrédients 
dévélopés à la Section 3. Pour cela nous adoptons les notations des théorèmes 
3.2.6 et 3.2.7. En vertu du théorème 3.2.7, (G, lu) possède une structure Kàhleri- 
enne affinement plate (G,uu, J, D) ; les feuilles de L étant des sous- variétés totale- 
ment réelles de (G, J) et totalement géodésiques de (G, D) . Naturellement ni J , 
ni D ne sont invariants par T. L'ensemble /C°(G) est donc non vide. Par ailleurs 
(G, lu) hérite de (T\G,u), J ) d'une structure kàhlerienne notée aussi (G, lu, J ) qui 
est L-invariante. A ce point on sait d'après le théorème 2.3.1 que l'intersection 
K U (G) nK®(G) est non vide. En utilisant auxilaircment les structures Kàhlériennes 
(G, lu, J) et (G, lu, Jo) d'une part et la structure bilagrangienne affinement plate 
(G, lu, L, J{L)) d'autre part nous avons démontré que la paire {L, Jq(L)) définit dans 
(G, lu) une structure Kàhlériennc affinement plate voir Théorème 3.2.7. En d'autres 
termes, (G, lu) possède une structure kàhlerienne affinement plate (G, lu, J) qui est 
T-invariante (Théorèmes 3.2.6 et 3.2.7). Cette structure (G, lu, L, Jo(L)) donne nais- 
sance dans la variété compacte L\G à une métrique Kàhlériennc affinment plate 
[NB4] . 

En vertu des théorèmes classiques de clasification des variétés des variétés Rie- 
manniennes plates , [WJ], T\G est un quotient fini du tore plat. Cela termine la 
démonstration du théorème 4.1.2 

En vertu du théorème 4.1.2 le groupe fondamental du tore plat est isomorphe à un 
sous-groupe distingué commutatif r o C T qui est d'indice fini dans T. Cela n'est 
pas autre chose que le contenu du théorème 4.1.1. 

On observe que r o \r est en fait isomorphe au groupe d'holonomie linéaire de la 
variété affinement plate (r\G, D) . On a donc du théorème 4.1.2 d'autres corollaires 
remarquables dont le suivant 

Théorème 4.1.3. SoientT un réseau cocompact dans le groupe de Lie complètement 
résoluble G et lu G ^f(G) une forme symplectique. Si la variété symplectique 
(T\G 7 lu) possède une métrique kàhlerienne, alors F est un groupe cristallographique 

Ce théorème est une autre expression du théorème 4.1.2 , à savoir que /C W (G) n 
JC®(G) est non vide. 

Naturellement la connexion D est géodésiquement complète. On peut déduire ce 
fait de la géométrie affine de (r\G, D) , (voir [FGH]). De la relation Dtu = résulte 
que l'holonomie linéaire de (r\G,D) habite le groupe unimodulairc SL(cu m ) . Des 
classiques théorèmes de Bieberbach joints au théorème 4.1.3 et au théorème de 
rigidité des réseaux [ON] entraînent les observations ci-dessous. 
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Soit G un groupe de Lie complètement résoluble, Res(G) désigne l'ensemble des 
réseaux uniformes T dans G et Rig(G) l'ensemble de leurs classes d'isomorphisme. 
Si deux réseaux T et V sont isomorphes alors T\G possède une métrique kâhlcriennc 
si et seulement si L'\G en possède une. Cela résulte du théorème de rigidité des T 
dans G . 

Pour les propriétés classiques des groupes crystallographiqucs et les groupes de 
Bieberbach on pourra consulter [ WJ ] . Nous considérons les structures kàhleriennes 
à formes de Kâhler G-homogènes. Puisque ces groupes sont critallographiques, un 
des théorèmes fondamentaux de Bieberbach [W] assure ce qui suit. 

Proposition 4.1.4. Le sous-ensemble de Rig(G) constitué des classes des réseaux 
kàhleriens dans G est fini. 

4.2. Conjectures des tores plats. Dans cette sous-section nous allons mettre 
en évidence quelques applications des études menées dans les sections précédentes 
. Nous montrerons comment le théorème de C. Benson et C. Gordon se déduit 
rapidement de notre théorème 3.2.3. Auparavant on commencera par s'intéresser à 
la conjecture des tores plats énoncée dans l'introduction . Cette conjecture a motivé 
partiellement [ BN6 ] et le travail présent . Pourvu des résultats mis au point dans 
les sections 1 , 2 et 3 nous sommes maintenant en mésure de démontrer rapidement 
le théorème suivant 

Théorème 4.2.1. Soient u e Qf (G) une forme symplectique et F C G un réseau 
cocompact. Si la variété symplectique (r\G,a>) possède une métrique kàhlerienne, 
(r\G, w, Jo) , alors la variété réelle T\G est difféomorphe au tore plat 

Démonstration. En fait la démonstration que nous allons donnée est une combi- 
naison de nos théorèmes 4.1.1 et 4.1.2 avec un théorème de HATTORI-RAGHUNATAN 
(et un théorème de Bochner (voir [AB]) si on préfère utiliser l'argument de la dimen- 
sion des "champs de Killing" ) . En effet conformément aux notations utilisées dans 
les sections 1 , 2 et 3 nous désignons encore par (G, w, Jo) la structure Kàhlériennc 
de dans G qui est T -invariante et qui se projette en la struture (r\G, u, Jo) . 
Puisque la forme de Kâhler oj est G -homogène la machinérie mise au point dans 
les sections 2 et 3 peuvent être utlisées pour construire une structure Kàhlériennc 
affinement plate que nous désignons par (G, u, J) et qui est définie par la structure 
bilagrangienne affinement plate (G, lu, L, Jq(L)) ( voir Théorème 3.2.4 et Théorème 
3.2.6) . Pour mémoire , la base symplectique (Sj, ctj) décrite précédemment est une 
base orthnormée de ( G ,u), J) .En appliquant le théorème 4.1.1 on déduit que la 
variété T\G est difféomorphe à un quotient fin du tore plat. Soit r o le sous-groupe 
abélien de T comme dans la preuve du théorème 4.1.2. Les variétés L\G et L Q \G 
ont les mêmes nombres de BETTI. La courbure de Rici de (G, u, J) étant nulle 
un théorème de BOCHNER assure que la dimension de l'algèbre des champs de 
Killing de (r\G, g j) est égale au premier nombre de BETTI de la variété T\G. En 
vertu du théorème HATTORI ( ou de RAGHUNATHAN ) le premier nombre de 
BETTI de L\G est égal à la dimension du premier espace de cohomologie réelle de 
l'algèbre de Lie des champs de vecteurs invariants à gauche dans le groupe de Lie 
G. Compte du théorème 4.1.2 de ce travail le premier nombre de BETTI de L\G 
est égal à 2m — dim G. Paillcurs la dimension de premier espace cohomologie de 
Koszul-de Rham de G est égale à la codimension du sous-groupe des commutateurs 
de G. Cela permet de conclure que le groupe G est commutatif ; il s'en suit que la 
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variété T\G est difïéomorphe au tore plat. 

Remarque. Naturellement le théorème 4.2.1 est une généralisant non triviale du 
théorème des tores Kàhlériens démontré par C. Benson et C Gordon d'une part , [ 
BG1 ], ( voir aussi [McDl] ) . Nous observons que dans le cas des nilvariétés traité 
par ces auteurs ,leur résultat peut être déduit directement de notre théorème de 
réduction Kâhléricnne , Théorème 3.2.3. En effet si on se place dans les hypothèses 
du théorème 3.2.3 et si on suppose en outre que le groupe de Lie G en jeu est 
nilpotcnt alors on peut choisir la configuration (8) de sorte que le réseau L donne 
lieu à des réseaux cocompacts dans les sous- groupes de Lie G\ et G2 m +\ ■ Ainsi 
la variété réduite (G2 m ,w) héritera à son tour d'un réseau cocompact T2m , voir 
Remarque 2.2.3 [NB 6]. Par passage au quotient modulo les réseaux le théorème de 
réduction Kàhléricn , Théorème 3.2.3, détermine la variété Kâhléricnne compacte 

(T2m\G 2m , Ul, Jq) . 

La démonstration du théorème 1 de [ BD1 ] peut alors être faite par récurrence 
sur la dimension des nilvariétés . Ainsi une fois supposé par hypothèse de récur- 
rence que L 2m \G2m est un tore plat, le diagramme (8) donne lieu à un diagramme 
analogue suivant : 

T 1 

I 

M 2m+1 -^TXG^T 1 
i 

dans lequel la colonne et la ligne sont des fibrés en tores plats . En vertu du 
Théorème 3.2.2 la colonne est un fibré trivial . Par conséquent la variété M2 m +i 
est diffeomorphe au tore plat . Il reste seulement montrer que sous les hypotèses 
du théorème 1 de [BG1] la ligne du diagramme ci-dessus est une fibration triviale. 
Il suffit pour cela de combiner le théorème de Nomizu avec la suite spectrale de 
Hochschild- Serre . 

On peut exprimer le théorème 4.0.1 sous une forme qui fasse apparaître les résultats 
de [BG1] et de [McDl] comme corollaires de ceux obtenus dans ce travail. 

Théorème 4.2.2. Soient uo e uf(G) une forme symplectique et F C G un réseau 
cocompact dans le groupe de Lie complètement résoluble G. Si (T\G,u>) possède 
une structure kâhlérienne (T\G,uj,J) alors G est commutatif 

Preuve. On sait que les variétés compactes T Q \G et T\G ont les mêmes nombres de 
BETTI réels. 

En vertu d'un classique théorème de Hurewicz on a les égalités 
&i(r\G) = rang(OT\r) = rang(L ) = dimG 
où T>T est le sous-groupe des commutateurs de F . 

Puisque &i(r\G) = dimiî 1 (5,IR) où q est l'algèbre de Lie de G il en résulte que 
Pfl = [fl.fl] = (0). 

Pour terminer on va donner un exemple de groupe de Lie résoluble qui contient un 
réseau uniforme abélien sans être complètement résoluble et en tirer la réponse à 
une conjecture de [BG 2]. 

Example 4.2.3. Soit G le groupe de Lie dont la variété analytique sous-jacente 
est C 2 muni du produit 
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(12) (zi,Z2){z[,z' 2 ) = (zi + z[exp(^/^ï-y 2 ),Z2 +4) 

ou Zi = Xi + \J — lyi i = 1 , 2 . 
L'expression (12) définit dans C 2 une structure de groupe de Lie réel de dimension 
4. On pose T = [Z + \J — 1Z] x [Z + A^f—YL] où Z est l'anneau des nombres entiers ; 
r est un réseau commutatif cocompact dans G . Les translations à gauche par les 
TeT coïncident avec les translations dans le groupe vectoriel M 4 , de sorte que la 
variété quotient T\G est le tore plat T 4 . Soit h la métrique kàhlérienne canonique 
de C 4 : 



h(z) = dzidzi + dz 2 dz 2 . 

La métrique h est invariante par les translations à gauche par les T e T ; elle 
donne par passage au quotient la métrique de Kàhler standard du tore plat T 4 . 
Pour z G G Ad{z) est l'image de z par la représentation adjointe. Dans la base 
canonique de C 2 la matrice de Ad(z) est 

/cos^fi -sin^ -23pA 
sin^p cos^Jp ?f- 
Ad(Z)- Q 10 

\ 1 / 

les valeurs propres des Ad(z) ne sont pas toutes réelles. Ainsi G n'est pas 
complètement résoluble. 
Il a été conjecturé ce qui suit, [BG 2]. 

Soit G un groupe de Lie résoluble contenant un réseau cocompact T tel que T\G 
est difféomorphe au tore plat. 

Si T\G possède une métrique kàhlérienne alors G est complètement résoluble. 
L'exemple 4.2.3 montre qu'il n'en est rien. 

4.3. Groupes de Lie Kahhlériens. Nous rappelons un résultat déjà ancien [ 
NB7 ] qui peut être déduit sans difficultés du théorème de réduction Kàhléricn . 
Un groupe de Lie muni d'une structure Kàhlérienne invariante par les translations 
à gauche est appelé groupe de Lie Kàhléricn . Le cardre naturel de traitement des 
groupes de Lie Kàhlériens est celui des variétés Kâhlériennes homogènes , [ DV ] 
DN ] . Cependant les groupes de Lie Kàhlériens complètement résolubles jouissent 
des propriétés assez fines qui viennent d'un avatar de la géométrie Riemannienne 
, [ DP ] qu'est la géométrie hessienne . Soit (M, D) une variété localement plate 
.Une métrique Riemannienne g définie dans M est dite localement hessienne si au 
voisinage de tout point de M existe une fonction lisse h dont la D-hessienne est le 
tenseur métrique g, c'est à dire que l'on a g = D 2 (h) . Les groupes de Lie Kàhlériens 
sont en fait des variété tube des groupes de Lie héssiens . 

Modèles standard. Soit G un groupe de Lie connexe , simplement connexe dont 
l'algèbre de Lie des champs des vecteurs invariants par les translations à gauche est 
g . Soit g* l'espace vectoriel dual de g ; si (G, D) est une structure localement plate 
invariante à gauche dans G alors l'espace vectoriel 5 + 5* en hérite d'une struc- 
ture d'algèbre de Lie dont le crochet est défini par la formule [(/, X), (f',X')] = 
(fD' x — f'Dx, [X, X']). Le fibré cotangent T*G possède une structure de groupe 
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de Lie dont l'algèbre de Lie est identifiée avec g* + g , nous désignerons ce groupe 
de Lie par Go ■ Soit la 2-formc différentielle invariante sur Gb engendrée par 
Lo{(.f,X), {f',X)) = f(X') - f'(X). Cette forme est fermée . D'un autre côté G D 
possède une structure de variété localement plate définie par la connection invari- 
ante à gauche suivante D( ftX) (f, X 1 ) = (-f'D x ,D x X') . Le triplet {T*G,uj,D) 
définit une structure de variété symplcctique localement plate invariante par les 
translations à gauche dans T*G . Supposons maintenant que G possède une métrique 
Riemannienne D-hcssiennc , g , alors T*G possède une métrique de Kàhlcr h dont la 
partie réelle est quasi-fibré , [ DP ] . Notons / l'isomorphisme de g sur g* défini par la 
métrique g. Alors T*G possède une structure de variété analytique complexe dont le 
tenseur de la structure presque complexe J est défini par J(f(Y),X) = f(X), —Y) 
. On vérifie par un calcul direct que la forme symplcctique u> est J-invariante est 
que u)(JX, X) est définie positive. Si on suppose que la métrique .D-hessienne g 
est invariante à gauche dans G alors le triplet {T*G,uj, J) définit un groupe de Lie 
Kàhlérien dont la métrique Riemannienne est quasi-fibré sur (G, g) . A ce point on 
n'a pas fait d'hypothèse particulière sur G ; si ce dernier est complètement résoluble 
alors le modèle qui vient d'être construit est standard. Plus précisément on a 

Théorème 4.3.1. Tout groupe de Lie Kàhlérien connexe simplement connexe et 
complètement résoluble est le cotangent d'un groupe de Lie complètement résoluble 
G muni d'une structure structure affine invariante à gauche (G, D) et d'une métrique 
Riemannienne localement D-hessienne invariante à gauche . 

Esquisse de démonstration. Soit (G, u>, J) un groupe de Lie Kàhlérien de dimen- 
sion réelle 2m . Grâce au théorème 3.2.2 de [NB 6] on sait que (G, w) possède un 
feuilletage lagrangien bi-invariant L C TG. Le théorème 3.2.4 assure que l'orthogo- 
nal Ricmannien de L, J(L) , définit un système différentiel complètement intégrable. 
Notons G h et Gj(l) respectivement les feuilles de L et de J(L) qui passent par 
l'élément neutre de G ; G est produit semi-direct de Gjçl) par Gl- Le tenseur de la 
structure presque complexe J définit un isomorphisme canonique de l'agèbre de Lie 
de Gl sur son espace vectoriel dual ; on peut ainsi identifié G avec le fibré cotangent 
T*Gj(i). On définit dans Gj( L ) la connexion linéaire invariante à gauche dont la 
dérivation covariante D est donnée par la formule D X Y = —J[X, J(Y)] , X et Y 
étant des éléments de l'algèbre de Lie de Gj(^) .Cette connexion est localement 
plate . Sous l'identification de G avec T*Gj(^) la forme symplcctique lu dévient 
ujjj- Pour terminer on vérifie directement la véracité de l'assertion suivante. 

Proposition 4.3.2. La restriction à Gj(^) de la partie réelle de h est localement 
D-hessienne. 

Pour terminer on observe que pour un groupe de Lie complètement résoluble 
non commutatif G les deux assertions suivantes s'excluent mutuellement : ( a ) 
G possède une structure de groupe de Lie Kàhlérien , ( b ) G contient un réseau 
cocompact . 
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